
Zusammenfassung
In den messenden Disziplinen gehören die statistischen Me-
thoden des Leitfadens zur Angabe der Unsicherheit beim Mes-
sen wie beispielsweise das Unsicherheitsfortpflanzungsgesetz 
oder die der Monte-Carlo-Simulation zu den verbreitetsten 
für das Ableiten von Messunsicherheiten. Die Anwendung 
dieser Methoden setzt voraus, dass die statistische Verteilung 
der erhobenen Stichprobe bekannt ist. Dies kann in der Pra-
xis nicht immer vollständig erfüllt werden. In der deskriptiven 
Statistik sind Verfahren zum Ermitteln von Unsicherheiten 
bekannt, die keine Kenntnis bzgl. der statistischen Verteilung 
der Beobachtungen voraussetzen. Zu diesen Verfahren zählt 
das Bootstrapping. In diesem Beitrag wird das Bootstrapping 
für die Bestimmung der Konfidenzbereiche der Formpara-
meter eines allgemeinen elliptischen Ring-Focus-Paraboloids 
im Rahmen der Formanalyse demonstriert. Zur Ableitung der 
Überdeckungswahrscheinlichkeit wird die statistische Vertei-
lung der Parameter mittels Kerndichteschätzung approximiert 
und ein Konfidenzbereich sowohl für die Formparameter als 
auch für die resultierende Brennfläche angegeben.

Summary
The methods of the Guide to the Expression of Uncertainty 
in Measurement, e. g. law of propagation of uncertainty or 
Monte-Carlo simulations, are the most applied guidelines in 
the framework of measurement sciences. These methods re-
quire a-priori knowledge of the statistical distribution of the 
taken sample. However, in some practical cases, this condition 
cannot be fulfilled. In descriptive statistics, analysis methods 
are known that do not required knowledge of the underlying 
distribution of the data. One well-known algorithm is the 
bootstrapping. In this contribution, the bootstrap algorithm 
is applied to the surface analysis to derive confidence inter-
vals of estimated parameters, exemplified by the adjustment 
of an elliptic ring-focus paraboloid. Introducing kernel density 
estimation, the unknown probability density functions of the 
estimates are approximated and transformed to the resulting 
focal area to derive the level of confidence of the intervals.

Schlüsselwörter: Unsicherheiten, Bootstrap, Kerndichte-
schätzung, Formanalyse, Ring-Focus-Paraboloid

1	 Einleitung

Das Erfassen und Bewerten von Objektgeometrien im 
Kontext der Formanalyse ist eine Kernaufgabe in der 
industriellen Messtechnik. Die Erfassung kann hierbei 
in Abhängigkeit der Objektdimensionen und der Ge­

nauigkeitsanforderungen taktil oder berührungslos mit 
Koordinatenmessmaschinen, Lasertrackern oder photo­
grammetrischen Methoden erfolgen. Lässt sich die er­
fasste Oberfläche nicht durch eine geschlossene Funktion 
darstellen, so bieten sich Modellierungen mittels Drei­
ecksvermaschung oder die Verwendung von stückwei­
sen polynomialen Funktionen als Ersatzfunktionen an 
(z. B. Harmening und Neuner 2016). Basiert das erfass­
te Objekt hingegen auf einer einfachen Regelgeometrie 
oder einer Kombination einfacher Regelgeometrien mit 
festen geometrischen Eigenschaften, so ist es zweckdien­
lich, diese Kenngrößen unter Verwendung der entspre­
chenden Regelgeometrie direkt zu bestimmen (z. B. Ahn 
2005). Unter Umständen kann es sinnvoll sein, die Soll­
geometrie, z. B. einen Kreis, zugunsten einer komplexeren 
Parametrierung, z. B. einer Ellipse, aufzugeben, sofern die 
zusätzlichen Modellparameter geometrisch interpretier­
bar bleiben und mit der Sollgeometrie in Bezug zuein­
ander gesetzt werden können. Die Bewertung der ermit­
telten Kenngrößen erfolgt i. d. R. unter Berücksichtigung 
des zugehörigen Vertrauens- bzw. Konfidenzbereiches 
z. B. durch einen Hypothesentest. Diese Vertrauensberei­
che können u. a. Vielfache der Messunsicherheit sein und 
kennzeichnen die Streuung der Werte einer Messgröße 
mit einer angegebenen Überdeckungswahrscheinlichkeit 
und basieren auf der Grundlage der benutzten Informa­
tionen (Brinkmann 2012, S. 39). Eine Änderung des Grö­
ßenwertes einer Messgröße zieht somit auch eine Ände­
rung der Messunsicherheit nach sich, insbesondere wenn 
zur Ermittlung andere Bestimmungsmodelle zugrunde 
gelegt werden. Diese Vielfalt der Bestimmungsmethoden 
kann u. U. unerwünscht sein, wenn es z. B. um Vergleich­
barkeiten von Messinstrumenten geht (z. B. Hennes 2007).

Sowohl die Definition der Messunsicherheit als auch 
ihre Bestimmungsmethoden sind einem ständigen Ver­
änderungsprozess unterworfen, sodass das Ermitteln von 
Mess- oder Parameterunsicherheiten keinem determinis­
tischen Schema folgt und, wie Krystek (2012, S. 33) an­
merkt, in gewisser Hinsicht willkürlich ist. Entscheidend 
ist vielmehr, dass die angewandte Methodik transparent 
und nachvollziehbar ist und von allen Beteiligten ak­
zeptiert wird. Insbesondere in interdisziplinären Projek­
ten ist eine einheitliche Notation und Fachterminologie 
wünschenswert. Für die messenden Disziplinen liegt mit 
dem Guide to the Expression of Uncertainty in Measure-
ment (GUM) eine solche fachübergreifende Normierung 
vor (JCGM100 2008). Diese kann, insbesondere durch 
die zweite Ergänzung mit der Erweiterung auf beliebig 
viele Ausgangsparameter (JCGM102 2011), auf praktisch 
alle messtechnischen Problemstellungen, z. B. Bündel­
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ausgleichung, Formanalyse oder Koordinatentransforma­
tion, angewandt werden.

In der Formanalyse können die auftretenden Unsicher­
heiten unterteilt werden in Objektunsicherheiten wie bei­
spielsweise Formabweichung oder Oberflächenrauheit, 
thermisch bedingte Unsicherheiten und in Unsicherhei­
ten, die dem Messsystem bzw. dem Aufnahmeverfahren 
zugeschrieben werden können, vgl. DIN EN ISO 15530‑3 
(2016). Für die meisten Aufnahmesysteme liegen gute 
Kenntnisse bzgl. der auftretenden Messunsicherheiten 
vor, da diese i. A. problemunspezifisch sind und sich 
durch Labormessungen oder Ringversuche modellieren 
und ermitteln lassen. Thermische Unsicherheiten lassen 
sich mit Kenntnis der Objektdimension, der verwendeten 
Materialien und einer repräsentativen Erfassung der Ob­
jekttemperatur abschätzen. Die Quantifizierung von Ob­
jektunsicherheiten erfordert hingegen eine problembezo­
gene Analyse des zu messenden Einzelobjektes. Die hier 
genannten Unsicherheiten lassen sich selbstverständlich 
feiner granulieren und besitzen nicht alle denselben An­
teil am Unsicherheitsbudget. Sie überlagern sich während 
der messtechnischen Erfassung des Objektes und sind so­
mit in der diskreten Realisierung der Stichprobe  l ent­
halten. Die realisierten Beobachtungen l1, l2, … ln entspre­
chen dem zufälligen Ziehen aus einer i. d. R. unbekannten 
Verteilungsfunktion F. Um die Parameterunsicherheiten 
entsprechend des GUM mittels Unsicherheitsfortpflan­
zung oder Monte-Carlo-Simulation abzuschätzen, muss 
a‑priori über F in geeigneter Form verfügt werden (vgl. 
JCGM101 2008, JCGM102 2011).

In der deskriptiven Statistik sind weitere Verfahren 
bekannt, die weder einen (hinreichend) linearen Zusam­
menhang noch eine konkrete Spezifizierung von F erfor­
dern. Der Bootstrap-Algorithmus (auch Bootstrapping) ist 
eines der bekanntesten, numerischen Verfahren, welches 
keine Spezifizierung von F erfordert. Dieses Verfahren 
soll im Folgenden näher beschrieben werden und zur Ab­
leitung von Parameterunsicherheiten in der Formanalyse 
am Beispiel der Schätzung eines Ring-Focus-Paraboloids 
angewandt werden. Durch Kombination des Bootstrap-
Algorithmus mit der Kerndichteschätzung werden die re­
sultierenden Konfidenzbereiche abgeschätzt.

2	 Methodik zur Bestimmung von Unsicherheiten

Am Beispiel der Schätzung eines Ring-Focus-Parabolo­
ids eines VLBI-Radioteleskops sollen im Folgenden die 
Unsicherheiten der geschätzten Parameter mittels Boot­
strap-Verfahren approximiert und auf die resultierende 
Brennfläche übertragen werden. Zur Bestimmung der 
Konfidenzbereiche der geschätzten Parameter und der 
Brennfläche wird, da a‑priori keine multivariate Normal­
verteilung der Beobachtungen unterstellt werden soll, 
eine Kerndichteschätzung verwendet.

2.1	 Bootstrap

Das Bootstrap-Verfahren ist ein numerisches Verfahren, 
welches auf dem Prinzip der Stichprobenwiederholung 
(Resampling) beruht, d. h. dem »Ziehen mit Zurückle­
gen«. Es kann als eine verallgemeinerte Form des Jack­
knife-Verfahrens betrachtet werden und wurde erstmals 
von Efron (1979) beschrieben. Der Name des Verfahrens 
bedeutet sinngemäß so viel wie: »an den eigenen Haaren 
aus dem Sumpf ziehen« und ist eine Anspielung auf die 
Geschichte vom Baron Münchhausen (Engel und Grübel 
2008). Die gesuchten Statistiken  θ, z. B. Schätzwerte x̂ 
und Dispersionen x̂Σ , von Größenwerten werden durch 
das Resampling der Ausgangsstichprobe ermittelt. Die 
theoretische aber unbekannte Verteilung  F wird beim 
hier betrachteten nicht-parametrischen Bootstrapping 
durch die empirische Verteilung F̂ der Stichprobe ersetzt. 
Anstelle von

( )ˆ
F=θ lf 	 (1)

wird

( )ˆ
ˆ

F=θ lf 	 (2)

approximiert, was auch als Plug-In-Prinzip bezeichnet 
wird (vgl. Efron und Tibshirani 1994, Kap. 4.3).

Abb.  1 zeigt schematisch das Prinzip des Bootstrap-
Algorithmus. Die Ausgangsstichprobe  l, die mit einem 
Stichprobenumfang von  n vorliegt, wird m‑fach nach 
dem Prinzip »Ziehen mit Zurücklegen« zufällig ge­
sampelt, sodass jedes Bootstrap-Sample  l j eine Unter­
stichprobe von l ist, die wiederum einen Umfang von n 
besitzt. Aus jeder Unterstichprobe werden die gesuchten 
Zielparameter x j = f (l j) bestimmt. Basierend auf die­
ser m‑fachen Wiederholung ergibt sich für die Statis- 
tik { }ˆˆ ˆ= xθ x Σ

1

ˆ 1 m
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jm =

= ∑x x 	 (3)
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ˆ
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Abb. 1: Prinzip des Bootstrap-Algorithmus zur Schätzung 
der Statistiken θ durch Resampling einer Stichprobe l

225143. Jg.   4/2018   zfv

FachbeitragLösler et al., Bestimmung von Messunsicherheiten mittels Bootstrapping in der Formanalyse



Das Bootstrapping besitzt somit große Ähnlichkeiten zur 
Monte-Carlo-Methode. Der wesentliche Unterschied liegt 
in der Generierung der Unterstichproben. Während bei 
der Monte-Carlo-Simulation die Unterstichproben mit­
hilfe einer vorzugebenden bzw. bekannten Verteilungs­
funktion F generiert werden, erfolgt die Generierung der 
zufälligen Bootstrap-Samples auf Basis der empirischen 
Verteilung F̂ der Ausgangsstichprobe.

Mit Gl. (3) bzw. Gl. (4) lässt sich ein erweiterter Kon­
fidenzbereich

( ) ( ){ }T 1
ˆ

2Pr 1k α−− − ≤ = −xx Σ xμ μ 	 (5)

bestimmen, worin k eine Konstante ist, sodass das 
Hypervolumen des gebildeten Intervalls die geforderte  
(1 – α) % Wahrscheinlichkeit der Verteilung besitzt (vgl. 
JCGM:102 2011). Für ( )ˆN , ∼ xx Σμ  ergibt sich k bekann­
termaßen aus der χ2-Verteilung

k d
2

1
2= −χ α, 	 (6)

mit dem Freiheitsgrad d. Für d = 1, 2, 3 reduziert sich das 
Hyperkonfidenzellipsoid zu einem Konfidenzintervall, 
einer Konfidenzellipse bzw. einem Konfidenzellipsoid, 
sodass dieses leicht visualisiert und interpretiert werden 
kann. Ist die Bedingung ( )ˆN , ∼ xx Σμ  nicht erfüllt, so 
stellt Gl. (6) lediglich eine Approximation dar.

2.2	 Kerndichteschätzung

Ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Daten nicht 
bekannt bzw. folgt diese keiner bekannten Dichtefunk­
tion, so lässt sich diese mittels Kerndichteschätzung ap­
proximieren. Hierzu erfolgt eine Akkumulierung von in­
dividuellen Dichtefunktionen, den sogenannten Kernen, 
deren Positionen durch x vorgegeben sind (z. B. Wand 
und Jones 1995, Kap. 2.2). Abb. 2 zeigt für sechs gleich­
genaue, normalverteilte Stichproben die individuellen 
Kerne sowie die resultierende Wahrscheinlichkeitsdichte­
funktion. Aus dieser Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 
kann auf die kumulative Verteilungsfunktion zurückge­
schlossen und gewünschte Konfidenzbereiche abgeleitet 
werden (vgl. Efron und Tibshirani 1994, S. 227 ff.).

Die Kerndichteschätzung ist gegeben durch

g Kx x xH( ) = −( )
=
∑1

1m j

m

j .	 (7)

Hierin beschreibt x j einen d × 1 Vektor der m‑fachen 
Stichprobe, H  eine symmetrische und positiv-definite 
Bandbreitenmatrix und

K � KH x H H x( ) = 









− −1
2

1
2 	 (8)

den skalierten Kern (vgl. Silverman 1986, Kap. 4.2; Wand 
und Jones 1995, Kap. 4.2). Die Funktion K ist ein belie­
biger Kern, der die Eigenschaften der Normiertheit und 
der Nichtnegativität erfüllt. Üblicherweise werden für K 
zusätzlich auch Symmetrie und Unimodalität gefordert 
(z. B. Duller 2008, Kap.  10.1.2), die u. a. vom Gaußkern 

( ) ( )ˆN ,∼H xx 0 ΣK   mit

( )
( )

T 1
1

22

1 1exp
22

d
π

− = − 
 

H x

x

x x Σ x
Σ

K 	 (9)

erfüllt werden.
Durch Substitution von Gl. (9) in Gl. (7) ergibt sich der 

Kerndichteschätzer mit multivariatem Gaußkern

( )
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	 (10)

In der Praxis wird die Bandbreite  h von der Orientie­
rung  G i. d. R. getrennt betrachtet. Mit der Zerlegung 
G = h2 Σx , mit | G | = 1, ergibt sich die zu Gl.  (10) äqui­
valente Darstellung (vgl. Scott 2015, Kap. 6.3.2)
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Die Bandbreite h beeinflusst die Glättung der Kerndichte­
schätzung und ist mit der Klassenbreite in einem Histo­
gramm vergleichbar. Während ein zu kleines h zu einer 
Modellierung lokaler Extremstellen führt, überglättet ein 
zu großes h den Verlauf der geschätzten Dichtefunktion 
(z. B. Wand und Jones 1995, S. 13 f.; Nedden 2012, S. 122). 
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Abb. 2: Schematische Darstellung der Kerndichteschätzung. 
Die resultierende Kerndichteschätzung (orange) ergibt sich 
durch Akkumulation der sechs individuellen Kerne (blau 
gestrichelt) der Stichproben (blau).
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Die optimale Bandbreite hopt für den Gaußkern kann für 
normalverteilte Daten und d = 1 aus der Silverman-Regel 
abgeschätzt werden (Silverman 1986, Kap. 3.4.2)

1
5

opt 3
ˆ 4h

m
σ  =  
 

,	 (12)

worin σ̂  die empirische Standardabweichung der Stich­
probe ist.

Abb. 3 zeigt den Verlauf geschätzter Dichtefunktionen 
mit unterschiedlich gewählten Bandbreiten h für eine fik­
tive Datenreihe x, worin die erste Hälfte des Stichproben-
umfangs x

1 2
1 1

,
~ ,m{ } −( )N  und die zweite Hälfte des Stich-

probenumfangs x m m2 1
5 1

+{ } ( )
,
~ ,N  verteilt sind. Während 

die Kurve für 0 ˆ1
1h σ=  lokale Extremstellen und somit 

neben dem Signal auch das Rauschen der Daten mitmo­
delliert, ist für h = σ̂  eine deutliche Überglättung zu er­
kennen.

Die statistische Verteilung der Daten ist i. d. R. nicht 
bekannt, sodass die Voraussetzung für die Anwendung 
von Gl. (12) nicht streng erfüllt ist. Die statistische Ver­
teilung der Daten resultiert in der Messtechnik jedoch aus 
einer Überlagerung der unterschiedlichen Dichtefunk­
tionen der verschiedenen Einflussgrößen. Aufgrund des 
zentralen Grenzwertsatzes (z. B. Koch 2007, Kap.  2.4.1; 
Krystek 2012, Kap. 4.20) kann Gl. (12) somit als hinrei­
chende Näherung betrachtet werden (Wand und Jones 
1995, S. 61).

Für multivariate Daten ergibt sich aus Gl.  (12) mit 
12 dh = xΣ  entsprechend

h h
d m

d

opt = +








+4
2
1

1
4

	 (13)

für eine einheitliche Bandbreite und
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	 (14)

für multivariate Bandbreiten. Der Einfluss des ersten Fak-

tors ist gering, da 
4
2

1
1

4

d

d

+






 ≈

+( )
, sodass dieser häufig 

vernachlässigt wird (vgl. Scott 2015, S. 164).
Mit der geschätzten Dichtefunktion  g kann der ge­

wünschte Konfidenzbereich unmittelbar abgeleitet wer­
den. Hierzu ist die Iso-Hyperfläche zu konstruieren, die 
(1 – α) % der Daten enthält. Die Iso-Hyperfläche verein­
facht sich für d = 1, 2, 3 zu einem (Iso-)Intervall, einer 
Iso-Konturlinie bzw. einer Iso-Konturfläche (z. B. Hall 
1987; Scott 2015, Kap. 1.4).

3	 Formanalyse von VLBI-Radioteleskopen

In der Formanalyse können die auftretenden Messunsi­
cherheiten, die für die Anwendung des Unsicherheits­
fortpflanzungsgesetzes oder der Monte-Carlo-Simulation 
erforderlich wären (vgl. Franke et al. 2017), nur bedingt 
spezifiziert werden. Während üblicherweise detaillierte 
Informationen bzgl. der Unsicherheiten des Aufnahme­
systems vorliegen, bereitet das repräsentative Abschät­
zen von objektbezogenen Unsicherheiten oft Schwierig­
keiten. Insbesondere bei Messsystemen mit einem hohen 
Auflösungsvermögen besitzen die objektspezifischen 
Unsicherheiten einen dominanten Anteil am gesamten 
Unsicherheitsbudget des Aufnahmeprozesses und be­
einflussen somit primär die abgeleiteten Formparameter 
(z. B. Lanza und Peters 2010).

Die Anzahl der Formparameter ist bei Verwendung 
von Regelgeometrien im Verhältnis zur Anzahl der Be­
obachtungen i. d. R. klein, sodass eine hohe Redundanz 
vorliegt. Liegen nur unzureichende Informationen bzgl. 
der a‑priori Messunsicherheiten vor, so erlaubt diese 
hohe Redundanz eine zuverlässige Schätzung der ge­
wünschten Statistiken θ mittels Bootstrapping. Im Fol­
genden wird diese Vorgehensweise auf die Schätzung 
eines Ring-Focus-Paraboloids eines VLBI-Radioteleskops 
angewendet, für welches eine photogrammetrische Auf­
nahme mit übergeordneter Genauigkeit vorliegt. Hierfür 
wird zunächst ein allgemeines und universelles mathe­
matisches Modell zur geometrischen Beschreibung eines 
VLBI-Hauptreflektors hergeleitet.

Die Very Long Baseline Interferometry (VLBI) zählt 
zu den geodätischen Raumtechniken, die globale Daten 
zur Beschreibung der Erdfigur und ihrer raum-zeitlichen 
Veränderung liefern. Hierzu werden Radiowellen von 
extragalaktischen, punktförmigen Radioquellen (Quasa­
ren) in globalen Netzwerken von VLBI-Radioteleskopen 
registriert. Durch Korrelation der aufgezeichneten Sig­
nale lässt sich der Laufzeitunterschied extrahieren und 
u. a. auf die Entfernung zwischen den Radioteleskopen  
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Abb. 3: Verlauf der geschätzten Dichtefunktion für unter-
schiedlich gewählte Bandbreiten h
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zurückschließen und ein weltumspannendes Netz ablei­
ten, welches u. a. die Grundlage für einen erdfesten Refe­
renzrahmen ist (z. B. Altamimi et al. 2016).

Die Empfangseigenschaften eines VLBI-Radiotele­
skops hängen maßgeblich von der geometrischen Form 
des Hauptreflektors ab. Diese sind zum einen die Ferti­
gungsqualität, die sich als Abweichung von der Ideal­
form quantifizieren lässt, und zum anderen die geo­
metrische und zeitliche Stabilität. Verformungen des 
Hauptreflektors entstehen durch Temperaturveränderun­
gen, Insolationen, Schnee- und Windlasten, aber auch 
das Eigengewicht selbst deformiert den Hauptreflektor 
z. T. elevationsabhängig. Dieses Deformationsverhalten 
wird seit den 1980er Jahren eingehend untersucht und 
seine Auswirkung auf VLBI-Ergebnisse analysiert (z. B. 
Clark und Thomsen 1988, Artz et al. 2014).

3.1	 Mathematisches Modell eines Ring-Focus-
Paraboloids

Der Hauptreflektor eines konventionellen Radioteleskops 
entspricht i. d. R. einem gewöhnlichen rotationssymmet­
rischen Paraboloid. Bedingt durch Konstruktionselemen­
te für den Empfänger bzw. den Subreflektor ergeben sich 
jedoch Verschattungen, sodass nicht die gesamte Haupt­
reflektoroberfläche nutzbar ist. Je kleiner der Hauptre­
flektor ist, desto größer sind diese abschattungsbedingten 
Signalverluste. Insbesondere die neue Generation von so­
genannten VGOS1-spezifizierten Radioteleskopen besitzt 
mit einem Reflektordurchmesser von ca. 13 m einen ver­
gleichsweise kleinen Hauptreflektor (vgl. Petrachenko 
et al. 2009). Um den Einfluss von verschattenden Elemen­
ten zu minimieren, besitzen diese Radioteleskope häufig 
kein rotationssymmetrisches Paraboloiddesign, sondern 
ein sogenanntes Ring-Focus-Paraboloiddesign. Hierbei 
handelt es sich um eine Kombination zweier Flächen 
zweiter Ordnung, bei der die Symmetrieachse des Para­
boloids durch einen Zylinder ersetzt wird, vgl. Abb.  4. 
Konstruktionselemente, die sich innerhalb des Zylinders 
befinden, führen somit nicht mehr zu einer Verschattung 
des Hauptreflektors (z. B. Cutler 1947).

Ein geschlossenes funktionales Modell zur mathema­
tischen Beschreibung eines elliptischen Ring-Focus-Pa­
raboloids in kanonischer Form geben Lösler et al. (2017) 
mit

a x rn b y rn zi i x i i i y i i
2 2 2 2

−( ) + −( ) =, , 	 (15)

an. Hierin sind a und b die Formparameter der beiden senk­
recht zueinander stehenden Parabeln, ni x i y in nT = ( ), , 0 ,  
mit || ni || = 1, ein normierter Richtungsvektor, der den 
Oberflächenpunkt pi i i ix y zT = ( )  in Richtung der Zy­
linderachse (0  0  1)T um ri verschiebt, vgl. Abb. 4, mit

n x
x y

x i
i

i i

, =
+2 2

,	 (16)

n y
x y

y i
i

i i

, =
+2 2

.	 (17)

Während sich der punktbezogene Abstand

r
c m d m

i

x i y i

=
+

1
2 2 2 2

, ,

	 (18)

mit

m n nx i x i y i, , ,cos sin= +ϕ ϕ ,	 (19)

m n ny i y i x i, , ,cos sin= −ϕ ϕ 	 (20)

für einen Zylinder mit elliptischer Grundfläche in Ab­
hängigkeit der großen und kleinen Ellipsenhalbachse c 
bzw.  d und dem Ellipsendrehwinkel φ ergibt (vgl. Lös­
ler und Nitschke 2010), ist dieser bei Verwendung eines 
Kreiszylinders für alle Punkte identisch

r r c di = = = = const .	 (21)

Durch das Quadrieren der Formparameter a und  b in 
Gl.  (15) ist sichergestellt, dass kein hyperbolisches 
Ring-Focus-Paraboloid entsteht. Kann dies im konkreten 
Anwendungsfall ausgeschlossen werden, so kann hierauf 
verzichtet werden.

Die Brennweiten der beiden senkrecht zueinander ste­
henden Parabeln ergeben sich aus den Parabelparametern 
a und b zu

f
aa =
1
4 2 	 (22)

bzw.

f
bb =
1
4 2 	 (23)

 

 

 

 

Brennweite  
Signal  

 

 

 

Abb. 4: Schematische Darstellung eines elliptischen Ring- 
Focus-Paraboloids in kanonischer Form mit Signalverlauf

1  VLBI Global Observing System
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und stellen die Extremstellen der variierenden Brennwei­
te dar.

Die Überführung der kanonischen Form in eine all­
gemeine Raumlage bzw. in ein übergeordnetes Referenz­
system erfolgt durch Transformation

p Q P Pi i= −( )0 ,	 (24)

worin P0 der Translationsvektor und Q eine Matrix zur 
Beschreibung der Rotationssequenz sind (z. B. Lösler 
2011).

Die Schätzung der fünf datumsinvarianten Form­
parameter sowie der sechs Orientierungsparameter er­
folgt durch eine Ausgleichungsrechnung im Gauß-Hel­
mert-Modell oder einer äquivalenten Methode. Durch 
das Hinzufügen von Parameterrestriktionen kann Gl. (15) 
vereinfacht werden. Die Grundfläche des Zylinders wird 
üblicherweise kreisförmig modelliert, sodass c = d und 
φ = 0 sind. Für a = b ergibt sich aus dem elliptischen ein 
rotationssymmetrisches Ring-Focus-Paraboloid, welches 
in Abhängigkeit von c und d eine Brennellipse oder einen 
Brennkreis mit dem Radius r besitzt. Für r = 0 verschwin­
det der integrierte Zylinder und es ergibt sich in Abhän­
gigkeit von a und b ein elliptisches oder ein gewöhnli­
ches rotationssymmetrisches Paraboloid. Gl. (15) ist somit 
sowohl für viele konventionelle VLBI-Radioteleskope als 
auch für die meisten VGOS-Radioteleskope gültig.

Analog zur gewöhnlichen Parabel, bei der der Abstand 
jedes Parabelpunktes zum Brennpunkt identisch mit dem 
Abstand des Parabelpunktes zur sogenannten Leitlinie 
ist (z. B. Nitschke 2005, S. 120), lässt sich für ein rota­
tionssymmetrisches Paraboloid zeigen, dass der Abstand 
jedes Paraboloidpunktes zum Brennpunkt identisch mit 
dem Abstand des Parabelpunktes zur Leitebene ist, vgl. 
Abb. 5. Für ein symmetrisches Paraboloid bzw. symme­
trisches Ring-Focus-Paraboloid ergibt sich aufgrund der 
einheitlichen Leitebene ein Brennpunkt bzw. Brennkreis. 

Variieren die Brennweiten aufgrund unterschiedlicher 
Parameter a und b, so existiert keine eindeutige Leitebene  
bzw. keine eindeutige Brennweite, und der Abstand zum 
Brennpunkt der jeweiligen Schnittparabel variiert in Ab­
hängigkeit des Reflektionspunktes. Im Hinblick auf die 
Signalverarbeitung ist dieser Laufzeitunterschied un­
erwünscht. Durch Definition einer einheitlichen Signal­
lauflänge liegt die zugehörige Leitebene jedoch fest. Die 
resultierende Brennfläche ergibt sich durch Verfolgen 
aller Signalverläufe bis zur einheitlich gewählten Lauf­
länge.

3.2	 Onsala-Twin-Teleskope

Das Onsala Space Observatory ist eine internationale 
Forschungseinrichtung, die vom Institut für Weltraum-, 
Geo- und Umweltwissenschaften der Chalmers Techni­
schen Hochschule in Göteborg und dem schwedischen 
Wissenschaftsrat seit 1949 kooperativ betrieben wird. 
Das Observatorium befindet sich ca. 40 km südlich von 
Göteborg und ist die europäische Station mit der längs­
ten Erfahrung in VLBI in Europa (vgl. Haas 2013). Neben 
zwei konventionellen Radioteleskopen verfügt das Obser­
vatorium seit 2017 über zwei baugleiche 13,2 m Zwil­
lingsteleskope mit rotationssymmetrischem Ring-Focus- 
Hauptreflektordesign, die Onsala Twin Teleskope (vgl. El­
gered et al. 2017). Die geplante Brennweite und der Ra­
dius betragen f � = 3,7 m und r � = 0,74 m. Zur Justierung 
der Reflektorpaneele und zur Validierung der erreichten 
Oberflächengenauigkeiten erfolgten 2016 und 2017 bau­
begleitende photogrammetrische Vermessungen an bei­
den Hauptreflektoren. Hierzu wurden jeweils n = 224 
neuralgische Justierungspositionen als Punkte auf der 
Oberfläche signalisiert und eingemessen. Die erreichba­
re Einzelpunktgenauigkeit des verwendeten Messsystems 
liegt bei 5 µm + 5 µm/m (persönliche Mitteilung: MT Me­
chatronics GmbH). Petrachenko et  al. (2009) empfiehlt, 
für VGOS-Radioteleskope eine mittlere Oberflächenab­
weichung (RMS) von 200 µm nicht zu überschreiten, so­
dass die alleinige Betrachtung der Messunsicherheit des 
Aufnahmesystems für eine Formanalyse hier nicht reprä­
sentativ erscheint. Weitere Vorinformationen, die eine 
sachgerechte Abschätzung der a‑priori Messunsicherhei­
ten ermöglicht, liegen jedoch nicht vor, sodass Verfahren 
wie beispielsweise die Monte-Carlo-Simulation zur Ab­
schätzung der Parameterunsicherheiten hier nicht hypo­
thesenfrei anwendbar sind.

Die folgenden Ausführungen beschränken sich auf­
grund der Ähnlichkeit beider Radioteleskope auf den 
Datensatz des nördlichen Onsala Twin Teleskops. Eine 
Voranalyse dieses Datensatzes hat ergeben, dass das 
funktionale Modell eines rotationssymmetrischen Ring-
Focus-Paraboloids mit der Parameterrestriktion a = b 
für dieses Radioteleskop zugunsten eines elliptischen 
Ring-Focus-Paraboloids zu verwerfen ist (Lösler et  al. 
2018).

Signal

Brennpunkt

Leitlinie

Abb. 5: Schematische Darstellung der Definition des Brenn- 
punktes einer Parabel über die Gleichabständigkeit zur Leit- 
linie bzw. zum Brennpunkt
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Abb. 6 zeigt die räumlichen Formabweichungen zwi­
schen dem geschätzten elliptischen Ring-Focus-Parabo­
loid und den originären Punktbeobachtungen. Mit einer 
Ausnahme am linken oberen Rand liegen die Formabwei­
chungen aller Punkte unterhalb von 200 µm. Systemati­
ken in den Residuen sind nicht erkennbar.

Tab. 1 fasst die erzielten Ergebnisse der datumsinva­
rianten Formparameter zusammen. Die geschätzten 
Brennweiten fa und fb weisen eine Differenz von 0,6 mm 
auf. Die hieraus resultierende Brennfläche ist in Abb. 7 
(überhöht) für die Leitebene der mittleren Brennweite 
1
2 f fa b+( )  dargestellt.

Um die Unsicherheiten der geschätzten Parameter zu 
bestimmen, wird auf den Bootstrap-Algorithmus zurück­
gegriffen und die Konfidenzbereiche werden mittels Kern­
dichteschätzung approximiert. Abb. 8 zeigt exemplarisch 
für den Radius r den Konvergenzfortschritt in Abhängig­

keit von der Anzahl der Bootstrap-Samples m. 
Die Variationen von r sind ab m > 250 prak­
tisch vernachlässigbar. Um jedoch die Wahr­
scheinlichkeitsdichtefunktionen der Parameter 
zuverlässig zu bestimmen, wird eine höhe­
re Anzahl an Bootstrap-Samples empfohlen 
(Efron und Tibshirani 1994, Kap. 19), sodass 
m = 1.000 gewählt wird.

Die Konfidenzintervalle in Tab.  1 weisen 
eine leichte Asymmetrie auf, da die geschätz­
ten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen nur 
approximativ der Dichtefunktion der Normal­
verteilung folgen. Für den Radius  r ist ex­
emplarisch die aus der Kerndichteschätzung 
ermittelte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 
g (r) in Abb. 9 zusammen mit dem 95 % Kon­
fidenzintervall dargestellt.

Die Brennfläche in Abb.  7 ist eine Funk­
tion der Formparameter a, b und  r, sodass 
eine getrennte Betrachtung der individuellen 
Konfidenzbereiche der Formparameter keine 
Rückschlüsse auf die resultierende Brenn­
fläche liefert. Der d = 3 dimensionale Kon­
fidenzbereich der Formparameter erscheint 
aufgrund der unterschiedlichen Parameter­
dimensionen für eine Interpretation ebenfalls 
ungeeignet. Wird dieser jedoch auf die resul­
tierende Brennfläche übertragen, lässt sich der 
Konfidenzbereich der Brennfläche durch eine 
95 % Iso-Hyperfläche veranschaulichen. Die 
Iso-Hyperfläche wird wiederum mittels Kern­
dichteschätzung auf der Basis der Bootstrap-
Samples approximiert.

Der 95 % Konfidenzbereich ist in Abb.  10 
um die resultierende Brennfläche dargestellt. 
Die Iso-Hyperfläche bildet keine stetige Ober­
fläche. Der Oberflächenverlauf wird auch für 
größere  m nicht glatter, da im Konvergenz­
punkt keine detaillierten Informationen – so 

Abb. 6: Räumliche Formabweichungen der 224 gemessenen 
Punkte von der geschätzten Form eines elliptischen Ring-
Focus-Paraboloids. Die Abweichung ∇ beschreibt hierbei 
den vorzeichenbehafteten orthogonalen Abstand.

Tab. 1: Datumsinvariante Formparameter r und die aus a und b abge-
leiteten Brennweiten fa bzw. fb für das Modell des elliptischen Ring-
Focus-Paraboloids (a ≠ b), sowie die mittels Bootstrap und Kern
dichteschätzung approximierten 95 % Konfidenzintervalle

Parameter r fa fb

Größenwert 0,7402 m 3,6998 m 3,6992 m

95 % Konfidenz­
intervall

[–0,20; 0,21]  
mm

[–0,19; 0,18]  
mm

[–0,19; 0,17]  
mm

Abb. 7: Resultierende Brennfläche für das Modell eines elliptischen 
Ring-Focus-Paraboloids bezogen auf die Leitebene der mittleren 
Brennweite (Darstellung überhöht)

Bootstrap-Samples m

Ra
di

us
 r 

[m
]

0 250 500 750 1000
0.74014

0.74016

0.74018

0.74020

0.74022

0.74024

Abb. 8: Geschätzter Radius r in Abhängigkeit von der Anzahl der 
Bootstrap-Samples m
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sie denn existieren – aus der Ausgangsstichprobe ge­
wonnen werden können. Der Abstand der Iso-Hyperflä­
che von der Brennfläche ist nicht homogen, weist aber 
(genähert) einen rotationssymmetrischen isotropen Ver­
lauf auf. Der Konfidenzbereich läuft mit zunehmendem 
Abstand vom Paraboloid konisch zusammen, was aus der 
räumlichen Anordnung der Brennfläche zur Punktwolke 
resultiert. Die Darstellung besitzt einen deutlich höheren 
Anschauungsgrad als die getrennte Betrachtung der ein­
fachen Konfidenzintervalle.

4	 Zusammenfassung

Sowohl die Definition als auch die Bestimmung von 
Messunsicherheiten unterliegt einem ständigen Verän­
derungs- und Anpassungsprozess. Erfahrungen und neu 
gewonnene Erkenntnisse auf der einen Seite aber auch 
technische Neuerungen wie moderne Rechenanlagen auf 

der anderen Seite ermöglichen einen stetigen 
Evolutionsprozess. Eine Normierung der Me­
thoden zum Bestimmen von Messunsicherhei­
ten kann es aufgrund der variierenden Vor­
aussetzungen in der Praxis nicht geben. Das 
Unsicherheitsfortpflanzungsgesetz erfordert, 
wie auch die Monte-Carlo-Simulation, a‑priori 
Kenntnisse bzgl. der einfließenden Unsicher­
heitsbeiträge und deren statistische Vertei­
lung. Sind diese Voraussetzungen im konkre­
ten Anwendungsfall nicht gegeben, können 
derartige Verfahren nicht oder zumindest nur 
eingeschränkt benutzt werden. Im Kontext der 
Formanalyse kann es mitunter herausfordernd 
sein, objektspezifische Unsicherheiten a‑priori 
abzuschätzen. Ist eine belastbare Abschätzung 
dieser Unsicherheiten nicht mit vertretbarem 
Aufwand möglich und ist davon auszuge­
hen, dass diese einen dominanten Anteil am 
gesamten Unsicherheitsbudget besitzen, sind 
alternative statistische Verfahren zur Angabe 
von Messunsicherheiten vorzuziehen wie z. B. 
das Bootstrapping. Bei diesem Verfahren wird 
die Messunsicherheit durch Resampling einer 
Ausgangsstichprobe abgeschätzt. Die Vor­
gehensweise beim Bootstrapping ist ähnlich 
der Monte-Carlo-Simulation, jedoch setzt sie 
keine Kenntnisse bzgl. der statistischen Ver­
teilung der Ausgangsstichprobe voraus. Der 
rechnerische Aufwand ist vergleichbar.

Für die Bildung eines Konfidenzbereiches 
mit vorgegebener Überdeckungswahrschein­
lichkeit sind unabhängig vom Bestimmungs­
verfahren Kenntnisse zur statistischen Ver­
teilung der Parameter nötig. Folgen die 
Parameter einer bekannten Verteilung, so 
kann beispielsweise auf Vertafelungen zum 

Bilden der erweiterten Unsicherheit zurückgegriffen wer­
den. Ist die Verteilung hingegen nicht bekannt, so lässt 
sich diese mit einer Kerndichteschätzung approximieren. 
Sowohl das Bootstrapping als auch die Kerndichteschät­
zung sind Werkzeuge der deskriptiven Statistik und somit 
konform zum GUM, auch wenn sie dort nicht explizit 
aufgeführt werden.

Seit 2017 betreibt das Onsala Space Observatory mit 
den Onsala Twin Teleskopen zwei baugleiche, VGOS-spe­
zifizierte Radioteleskope. Die Hauptreflektoren dieser Ra­
dioteleskope sind als Ring-Focus-Paraboloide entworfen 
worden, um konstruktionsbedingte Abschattungen auf 
dem Hauptreflektor zu minimieren. Da es sich bei einem 
Ring-Focus-Paraboloid um eine Kombination zweiter 
Flächen zweiter Ordnung handelt, können diese nicht 
durch ein gewöhnliches Paraboloid beschrieben werden. 
Zur Parameterbestimmung wird in diesem Beitrag ein ma­
thematisches Modell für ein elliptisches Ring-Focus-Pa­
raboloid angegeben. Dieses Modell wurde verwendet, um 
im Rahmen einer Formanalyse die Fertigungsqualität  

Abb. 9: Geschätzte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion g (r) für den 
Radius r mit 95 % Konfidenzintervall

Abb. 10: Resultierende Brennfläche (schwarz) für das Modell eines el-
liptischen Ring-Focus-Paraboloids bezogen auf die Leitebene der mitt-
leren Brennweite mit zugehörigem 95 % Konfidenzbereich. Die Darstel-
lung ist in Richtung der Brennweite überhöht und die Iso-Hyperfläche 
des 95 % Konfidenzbereichs ist im Maßstab 2.000 : 1 geplottet.
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des Hauptreflektors eines der beiden neuen VGOS-spe­
zifizierten Radioteleskope zu quantifizieren. Die Ab­
schätzung der Parameterunsicherheiten erfolgt mittels 
Bootstrap-Algorithmus in Kombination mit einer Kern­
dichteschätzung, da a‑priori keine hinreichenden Vor­
informationen bezüglich der Messunsicherheiten vorla­
gen. Neben der Bestimmung einfacher Intervalle wurde 
die Analyse auf die resultierende Brennfläche des ellip­
tischen Ring-Focus-Paraboloids übertragen und visuali­
siert.
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