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Zusammenfassung

In diesem Beitrag werden die Ergebnisse der regionalen
Quasigeoidberechnung auf Basis der spektralen Kombination
eines globalen Potentialmodells und terrestrischer Schwere-
daten evaluiert. Es werden synthetische Daten mit (un-
korreliertem und korreliertem) Rauschen fiir einen Soll-Ist-
Vergleich in allen Datenpunkten verwendet. Die Berechnung
erfolgt iiber die Integration mit einer Kernfunktion, die nach
dem Ansatz nach kleinsten Quadraten und nach dem Ansatz
von Meissl modifiziert wird. Die Soll-Ist-Differenzen werden
durch die Ergebnisse aus der statistischen Berechnung der
Genauigkeiten bestatigt. Es werden der Einfluss des Abbruchs
der Kernfunktion in der Integration und die Auswirkung der
Vernachléssigung der individuellen Punkthéhe der Beobach-
tungen nummerisch bewertet.

Summary

In this paper, the computation of a regional quasigeoid based
on the spectral combination of a global geopotential model
and terrestrial gravity data are evaluated. Synthetic data
sets including (uncorrelated and correlated) noise are used
for a closed-loop evaluation in all data points. Integral for-
mulas with modified kernel functions are applied based on
a least-squares approach and on the approach proposed by
Meissl. The closed-loop differences are confirmed by results
from a statistical computation of the quasigeoid accuracy. The
influence of the truncation of the integral kernel and the ef-
fect of neglecting the individual heights of the data points are
evaluated numerically.

1 Einleitung

In der regionalen Quasigeoidberechnung werden terres-
trische Schweredaten mit einem globalen Potentialmodell
(GPM) kombiniert. Eine spektrale Kombination der Daten
kann durch Einfithrung von modifizierten Kernfunktio-
nen im Integrationsverfahren erreicht werden. Die Quali-
tat der regionalen Losung wird von der Abbruchstelle der
Kernfunktion beeinflusst. Neben diesem Effekt wird der
Einfluss der Vernachlédssigung der individuellen Punkt-
héhe der Beobachtungsdaten untersucht. Bei einer Ver-
nachléssigung bleiben die Korrekturterme in der Quasi-
geoidlosung nach Molodenskii unberiicksichtigt, formal
wird die Losung nach Stokes angewendet. In den num-
merischen Berechnungen werden zur Evaluierung der Er-
gebnisse synthetische Daten eingesetzt, wobei verschie-
dene Rauschszenarien zugrunde gelegt werden.
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2 Berechnungsverfahren

Das geoditische Randwertproblem zur Berechnung der
Geoidhéhe N bzw. {y aus Schwereanomalien Agy wur-
de schon im Jahre 1849 von Stokes fiir das Geoid als
Randfldche in sphirischer Ndherung gelost (Heiskanen
und Moritz 1967, S. 94):

N(GP()/ AP()) - C(QPO/ APO (1]
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Die Stokes-Funktion S(i) gewichtet die Schwereanoma-
lien Ago entsprechend dem sphérischen Abstand 1 zwi-
schen dem Aufpunkt Py und dem Quellpunkt Q. Die iso-
trope Stokes-Funktion S(1p) kann neben der geschlosse-
nen Form auch in Reihenentwicklung

Z
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mit Hilfe der Legendre-Polynome P, dargestellt werden.
GemidB der Formel von Bruns (Heiskanen und Moritz
1967, S. 85) wird die Integrationslosung durch den Nor-
malschwerevektor Yp, dividiert, um die Geoidh6he N zu
erhalten. In der sphirischen Niherung werden die ellip-
soidischen Koordinaten der Punkte den sphérischen Ko-
ordinaten (Poldistanz 6, Linge A) gleichgesetzt. Der Ra-
dius R ist der mittlere Erdradius. Die Schwereanomalien
Ago und auch die Lésung ¢y beziehen sich auf das Geoid
(in sphirischer Approximation).

2.1 Grundlagen

Um die Bedingung flir harmonische Funktionen zu er-
fiillen, muss fiir die Berechnung des Geoids nach Stokes
der Gravitationseffekt der Massen auBerhalb des Geoids
reduziert werden. Auf eine Reduktion der Massen mit
Einfiihrung von Dichtehypothesen kann verzichtet wer-
den, wenn das Randwertproblem nicht auf dem Geoid,
sondern auf der Erdoberfliche gelost wird (Molodenskii
et al. 1962).

Im Gegensatz zur Stokes-Formel (1) hingt die Losung
nach Molodenskii nicht allein von den Schwereanoma-
lien ab, sondern auch von der Gelindeneigung. Es er-
gibt sich eine Reihenentwicklung, die hiufig als Molo-
denskii-Reihe bezeichnet wird. Als Alternative wird in
Moritz (1980, S. 377 ff.) die analytische Fortsetzung zur
Loésung des Molodenskii-Problems angegeben. Die an der



Wolf, Evaluation regionaler Quasigeoidldsungen in synthetischer Umgebung

Fachbeitrag

Erdoberfliche definierten Schwereanomalien Ago wer-
den dazu zunichst analytisch auf eine einheitliche Re-
ferenzhohe fortgesetzt. Diese reduzierten Schwereanoma-
lien sind theoretische Gré8en und haben keine physikali-
sche Entsprechung (Heiskanen und Moritz 1967, S. 319).
Auf Basis der reduzierten Schwerenanomalien kann Glei-
chung (1) in der gewihlten Referenzh6he im Sinne von
Stokes ausgewertet werden. Das Storpotential bzw. die
Hohenanomalie an der Erdoberfliche wird anschliefend
ebenfalls durch analytische Fortsetzung in der entspre-
chenden Hohe berechnet. Die Fortsetzung erfolgt tiber ei-
ne Taylor-Reihenentwicklung. Dazu werden die radialen
Gradienten % der Ordnung n eingefiihrt, bezogen auf
die Schwereanomalien ergeben sich die Fortsetzungsope-
ratoren Ly (-). Die Lésung mit Beschrinkung auf die Ab-
leitung der 1. Ordnung wird auch als Gradientenlésung
bezeichnet (Moritz 1980, S. 387).

In Sideris (1987) wird das mehrstufige Verfahren (Fort-
setzung nach unten, Losung nach Stokes, Fortsetzung
nach oben) umformuliert, um die Anwendung der Schnel-
len Fouriertransformation (FFT) bei der nummerischen
Auswertung der Integration zu ermoglichen, siehe auch
Gerlach (2003, S. 77). Die Integration muss dabei unab-
hédngig vom Berechnungspunkt P erfolgen. Es ergibt sich
zunichst der Zusammenhang

C(6p, Ap,p) = i //s )Aghdo
47ry // gmdcr
=+ z Cm - (3)

m=1

Die Losung (1) nach Stokes wird demnach um die Ter-
me (;; durch Hinzunahme der Terme g;; in der Integra-
tion ergénzt. Die Schwereanomalien Ago sind an der
Erdoberfldche in der Héhe Hg definiert. Die Radien der
Punkte P und Q ergeben sich in sphérischer Ndherung
zu rp = R+ Hp bzw. rg = R + Hg. Durch Anwen-
dung der Korrekturterme g, kann die individuelle Punkt-
hohe der Eingangsdaten bei der Integration iiber die Ku-
gel berlicksichtigt werden. Die topographische Reduktion
der Schwereanomalien auf Basis eines residualen Topo-
graphiemodells (RTM) fiihrt aufgrund der Signalglittung
zu einer Verkleinerung der Korrekturterme und damit ins-
gesamt zu einer schnelleren Konvergenz der Reihe in (3),
siehe Forsberg und Sideris (1989) und Denker und Tziavos
(1999). Die Korrekturterme ergeben sich zu

gm =2 (hp —h})Lu(gm—n) (4)

n=1

mit den Anteilen der Korrekturterme auf Meeresniveau

= — Y noL(gh 1) 80 =Ag" (5)
k=1

und dem Fortsetzungsoperator (Gerlach 2003, S. 77)

// AgQ_AgP io, ©)

Ln(-) = *L1(L 1(-) - (7)

Li(Ag", P)

Dabei ist {5 = 2Rsin(1p/2) die gradlinige Distanz zwi-
schen Berechnungs- und Integrationspunkt (Heiskanen
und Moritz 1967, S. 38).

Die Berechnung des Fortsetzungsoperators wird als
Summe zweier Faltungen geschrieben, die dann mit Hilfe
des 1D-FFT-Verfahrens nach Haagmans et al. (1993) aus-
gewertet werden kénnen, da beide Faltungen unabhingig
vom Berechnungspunkt P erfolgen:

R? 1, R? 1
L1(AgT,P) = =—[A¢L « —] — =—Agh[1% —]. 8
Dazu ist ein Datengitter, dessen Elemente mit den Rezi-
prokwerten der Abstinde 68 belegt sind, zu erstellen.
Ahnlich 14sst sich auch Gleichung (3) umformulieren,
so dass sich fiir die Korrekturterme

i L” gm n) *5(1!’)]
[QLn(gi’n n) % S()]) 9)

ergibt, vgl. Gerlach (2003, S. 78). Auch hier wird in der
Auswertung die 1D-FFT-Methode eingesetzt.

2.2 Remove-Restore-Verfahren

In der regionalen Quasigeoidberechnung wird das
Remove-Restore-Verfahren zur Kombination von Daten-
quellen eingesetzt. In dieser Untersuchung werden Daten
eines GPM mit terrestrischen Schwereanomalien kombi-
niert. Dabei wird der langwellige Signalanteil AgM des
GPM von den terrestrischen Daten AgT abgezogen:

AgR = AgT — AgM. (10)

Die residualen Schwereanomalien AgR werden dann in
der Integration (3) verwendet, um die residualen Quasi-
geoidhohen CR zu berechnen. Diese werden anschlieBend
mit Hilfe des GPM restituiert:

¢=R4+ M. (11)

Durch Nutzung der residualen Werte wird der Einfluss
der spéhrischen Niherung in der Integration verringert.
Bei Verwendung der urspriinglichen Kernfunktion S(1)
in der Integration werden formal innerhalb des Integra-
tionsgebietes auschlieBlich die terrestrischen Daten ver-
wendet, vgl. Rapp und Rummel (1975), Wolf (2007). Erst
bei Modifikation der Kernfunktion kénnen Signalanteile
des GPM auch innerhalb des Integrationsgebietes verwen-
det werden.
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2.3 Kernmodifikationen

In der bisher dargestellten Approximation von ¢ werden
innerhalb des Integrationsgebietes ausschlieBlich die ter-
restrischen Daten AgT verwendet. Der langwellige Sig-
nalanteil wird aber im Allgemeinen besser durch ein ak-
tuelles GPM als durch terrestrische Daten représentiert.
Zum einen kénnen die terrestrischen Daten prinzipiell den
sehr langwelligen Signalanteil nicht gut wiedergeben, da
sie nur regional begrenzt vorliegen, zum anderen fiihren
Inkonsistenzen in der Datumsfestlegung der Hohennet-
ze und systematische Fehler in den Nivellementsnetzen
zu Fehlern im langwelligen Signalbereich (bis etwa zum
sphirisch-harmonischen Grad 200) der terrestrischen Da-
ten (Heck 1990).

Es bietet sich daher an, die Beobachtungen AgM und
AgT innerhalb des Integrationsgebietes spektral zu kom-
binieren. Der Integralkern S(1) wird dazu durch Einfiih-
rung spektraler Gewichte w, in der Reihenentwicklung (2)
modifiziert:

Z é_ ] prg (cos1p) . (12)

Die Verfahren zur spektralen Kombination konnen in de-
terministisch und stochastisch motivierte Ansitze unter-
teilt werden (Heck und Griininger 1987). Ziel der deter-
ministischen Ansitze ist in erster Linie die Reduktion des
Vernachlissigungsfehlers, der bei der regional begrenz-
ten Integration auftritt. Der Vernachldssigungsfehler, sie-
he auch Abschnitt 3, zeigt bei konstantem Abbruch der
Kernfunktion in der ersten Nullstelle ein lokales Mini-
mum (Heck 1979, Heck und Griininger 1983). Dieser Zu-
sammenhang wird in der Modifikation nach Meissl (1971)
ausgenutzt. Durch Subtraktion des Wertes S(i) vom In-
tegralkern S(1p) wird an der beliebig gewihlten Abbruch-
stelle ¢y eine Nullstelle erzeugt:

sM() = S(¥) —

Eine deutliche Verkleinerung des Vernachléssigungsfeh-
lers kann mit der Modifikation nach Meissl erzielt wer-
den, wenn als Abbruchradius ein bzw. das erste (loka-
le) Minimum der Kernfunktion gewihlt wird (Heck und
Griininger 1987, Wolf und Kieler 2007). Die Modifikation
kann auch mit Hilfe spektraler Gewichte formuliert wer-
den (Heck und Griininger 1987):

S(vo) - (13)

S(o) £=0
wl=40 (=1 . (14)
1.0 (>1

Stochastisch motivierte Ansitze beriicksichtigen statisti-
sche Angaben des Rauschens der terrestrischen Daten und
des GPM (Moritz 1976, Sjoberg 1981, Wenzel 1981). Auf
Basis der Fehlergradvarianzen der Beobachtungen wer-
den spektrale Gewichte w, fiir eine (im Sinne der Me-
thode nach kleinsten Quadraten durch Minimierung der
Varianz) optimale Kombination der Daten abgeleitet. Ein
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Problem dabei ist, dass Angaben iiber das Rauschen ge-
rade fiir die terrestrischen Daten hiufig unbekannt sind
oder auf Schitzungen basieren, weshalb die stochastisch
basierten Methoden von manchen Autoren kritisch be-
trachtet werden, z.B. de Min (1996), Featherstone (2003).
Es empfiehlt sich in jedem Fall, die abgeleiteten spek-
tralen Gewichte auf Plausibilitit zu tiberpriifen. Ein Vor-
teil der stochastisch motivierten Verfahren ist, dass durch
die Kopplung der spektralen Gewichte mit den Annah-
men {iber das Rauschen der Beobachtungen beispielswei-
se die Auswirkung des Genauigkeitsgewinns durch Ein-
satz der GPM aktueller Satellitenmissionen in der spektra-
len Kombination direkt verfolgt werden kann (z. B. Den-
ker 2003, Wolf 2006). Im stochastischen Ansatz nach
kleinsten Quadraten ergeben sich die spektralen Gewich-
te fiir die terrestischen Schwereanomalien Ag’ zu (Wen-
zel 1981)
2
0y — 07 (€pgm) i

{>1 (15)
O%(eAgM) + Uﬁz(eAgT)

mit den Fehlergradvarianzen sz(e AgT) der terrestrischen

Daten und den Fehlergradvarianzen U%(eAgm) des GPM,
deren Kenntnis hierbei vorausgesetzt wird. Der in der re-
gionalen Integration auftretende Abbruch der Kernfunk-
tion bleibt in (15) unberiicksichtigt, anders als in der
aufwendigeren Modifikation nach Sjoberg (1984). In der
nummerischen Untersuchung wird die Modifikation auf
Basis der Gewichte (15) mit der Modifikation nach Meissl
auch kombiniert angewendet, wie es bereits von Heck
und Griininger (1987) fiir die determinstische Modifika-
tion nach Wong und Gore (1969) vorgeschlagen wurde.

3 Statistische Fehlerabschitzung

Die Varianz der resultierenden Quasigeoidwerte wird
durch Fehlerfortpflanzung auf Basis von Fehler- und Sig-
nalgradvarianzen abgeschitzt. Dies ist moglich, wenn
von homogenen und isotropen Fehler- und Signal-
kovarianzfunktionen ausgegangen wird und in der regio-
nalen Integration eine konstante Abbruchdistanz 1y ver-
wendet wird. Es werden hier lediglich die relevanten Glei-
chungen angegeben, die Herleitung ist im Detail in Wolf
(2007) zu finden.

Die Varianz crg der Quasigeoidhdhe wird auf Basis von
Gradvarianzen abgeschitzt durch den Ausdruck

R2 Nmax —w 1\2 2
= 2 Z ‘ +Qn) Un(eAgM)
RZ 00
2 2 eAg )
RZ o) w2 2
+ 2 Y (Qun)%0;(Ag)
Y N=Nmax+1
= 0% + 0% + 0} (16)
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Es werden die Fehlerbeitrige resultierend aus den Fehlern
des GPM (o_m), aus den Fehlern der terrestrischen Daten
(o,7) und aus der Vernachldssung des Signals (op) au-
Berhalb des Integrationsgebietes, der Kugelkappe mit dem
Radius 1, addiert.

Die Beitrdge innerhalb und auBerhalb der Integrations-
kappe werden hier spektral mit Hilfe der Abbruchkoeffi-
zienten Q,; (AuBenbereich) und Q, (Innenbereich) be-
riicksichtigt. Die von Molodenskii eingefiihrten Abbruch-
koeffizienten Q,, (Molodenskii et al. 1962), die fiir die ur-
spriingliche Stokes-Funktion (2) eingefiihrt wurden, wer-
den dafiir auf den modifzierten Kern SV (i) aus (12)
iibertragen:

7T
o) = [ SYW)Pi(coswysing dy.  (17)
=1
Gleichung (17) wird nummerisch mit Hilfe von Rekursi-
onsformeln ausgewertet (Paul 1973). Die spektralen Ge-
wichte w; gehen bei der Berechnung des modifizierten
Kerns SW (1p) nach (12) ein. Bei der Berechnung von Q},

aus (16) werden alle Gewichte wy zu 1 gesetzt. AuBerdem
gilt die Beziehung

o
QW (o) = [ S™W(P)Py(cosp)sin dyp
P=0
2

:n_lwn_ n' (o) - (18)

Zur Berechnung von Q},fw/ in (16) wird in Gleichung (18)
wy mit 1 — w, bzw. w, mit 1 — w,, ersetzt.

Die Fehlergradvarianzen 042(6 Agm), die in Glei-
chung (15) und (16) verwendet werden, basieren auf
den Varianzen der sphérisch-harmonischen Koeffizienten

2 2 .
(cme, US-M) des GPM:
GM\ a2/ 0 —1\2 &
2 _ 2 2
Ge(eAgM)—<R)(R) ( R >m20<"cm+‘fsm>'

(19)

Die Signalgradvarianzen 02(Ag) werden mit Hilfe des
Gradvarianzmodells von Tscherning und Rapp (1974) un-
ter Verwendung globaler Parameter berechnet.

Die Fehlergradvarianzen O'g(€AgT) der terrestrischen
Daten werden auf Basis des angenommenen Rauschens
der Daten berechnet, dabei wird einerseits von unkorre-
liertem, andererseits von korreliertem Rauschen ausge-
gangen.

Unkorreliertes Rauschen

Die Fehlergradvarianzen werden im Sinne von bandlimi-
tiertem weiBen Rauschen durch gleichméBige Verteilung
des Rauschniveaus J(e[AH;T) iiber einen spektralen Be-
reich £},,4, der in Abhéngigkeit der Auflésung der ter-
restrischen Daten zu wihlen ist, berechnet:

2 UK
o”(€xor)
2 UK Ag
O-Z (eAgT) = gbtmd (20]

Streng unkorreliertes Rauschen ist in der Realitdt kaum zu
erreichen, es wird aber dennoch in der Praxis hiufig aus
mangelnder Kenntnis des wahren Korrelationsverhaltens
vorausgesetzt.

Korreliertes Rauschen

Die Fehlergradvarianzen werden durch eine Legendre-
Transformation einer homogenen und isotropen Feh-
lerkovarianzfunktion abgeleitet (Wenzel und Arabelos
1981):

2417
O'?(eigT) = T_F/Ce;zg(lj))Pg(cos P)sinpdy . (21)
Y=0

Die Kovarianzfunktion Ceg () des korrelierten Rau-
g

schens ist durch ein Modell féstzulegen, hier wird ein Mo-
dell in Anlehnung an Weber und Wenzel (1983) mit dem
Rauschniveau o(eggT) gewihlt:

Ceg, () = 0% (egr)e 1. (22

Ag

4 Synthetische Umgebung

Die nummerischen Ergebnisse der Integration nach Molo-
denskii werden auf Basis synthetischer Daten in verschie-
denen Szenarien evaluiert. Dabei wird die Rauschcharak-
teristik der terrestrischen Daten einerseits und die Ab-
bruchstelle der Kernfunktion andererseits variiert.

4.1 Datengrundlage

Die synthetische Umgebung basiert auf zwei Komponen-
ten. Ein globales Potentialmodell synGPM1300S (EIGEN-
GL0o4C, ¢ = 2...360, GFZ 2006, und GPM98C, ¢ =
361...1300, Wenzel 1999) wird zur Erzeugung der syn-
thetischen Ein- und Ausgangsdaten verwendet. Ein digi-
tales Gelindemodell (DGM, Datenbank des Instituts fiir
Erdmessung, vgl. Wolf 2007) dient zur Simulation der
Erdoberfldche, in deren Hohe die Beobachtungen referen-
ziert sind. Das Testgebiet liegt in Zentraleuropa und ist in
Abb. 1 dargestellt. Es hat eine Ausdehnung von 22° in
der geographischen Breite und 34° in der geographischen
Lange, die Alpen als Hochgebirgsstruktur liegen zentral
im Testgebiet.

Basierend auf dem synGPM1300S und dem DGM wer-

den folgende synthetische Datensétze abgeleitet:

1. Schwereanomalien Ag” bis Grad und Ordnung
fmax = 1300 (Abb. 2) sowie Schwereanomalien AgM
bis Grad und Ordnung ¢yax = 360 (Abb. 3) fiir den
Remove-Schritt (10), jeweils in Hohe des DGM;

2. Quasigeoidhohen ¢ bis Grad und Ordnung f(y.x =
1300 (Abb. 4), die als Sollwerte fungieren, so-
wie Quasigeoidnohe ¢M bis Grad und Ordnung
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Abb. 1: Digitales Gelandemodell des Testdatengebietes Abb. 2: Synthetische Schwereanomalien Ag” mit
lmax=1300

fmax = 360 fiir den Restore-Schritt (11), ebenfalls in
Hohe des DGM.

Das Spektrum der synthetischen Daten wurde hier auf
den maximalen Entwicklungsgrad £p,x = 1300 begrenzt,
da Schwereanomalien simuliert werden, deren hochfre-
quente Signalanteile bereits auf Basis eines residualen To-
pographiemodells reduziert wurden. Die RTM-Reduktion
wird hier nicht ndher behandelt, es sei verwiesen auf Fors-
berg und Tscherning (1981), Gerlach (2003).

Die Statistik der Datensitze ist in Tab. 1 angegeben.
Die Auflésung des jeweiligen Datengitters betrigt 6'. Die-
se Auflosung geniigt nach dem Nyquist-Theorem zur Ab-
tastung der Schwerefeldsignals ({fmax = 1300 entspricht
einer Auflosung von ca. 8.3). Das DGM basiert auf Block-
mittelwerten mit einer Auflésung von 5/, dies entspricht
etwa einem maximalen Entwicklungsgrad von fpax =
2160. Das Signal des DGM enthélt héhere Frequenzantei-
le als das reduzierte Schwerefeldsignal, da die Hohen der
Punkte nach einer RTM-Reduktion erhalten bleiben (Ger-
lach 2003, S. 70). Die residualen Schwereanomalien AgR,
die in der Integration verwendet werden, sind in Abb. 5
dargestellt.

Abb. 3: Synthetische Schwereanomalien AgM mit
limax =360

4.2 Testszenarien

Es werden unterschiedliche Testszenarien nummerisch
ausgewertet. Die synthetischen Daten Ag” und AgM wer-
den verrauscht, dabei werden fiir die terrestrischen Daten
zwei verschiedene Rauschszenarien generiert. AuBerdem
wird die Auswirkung des Kernabbruchs in der Integration
untersucht.

4.2.1 Variation des Rauschens

p— e M
0 20 40 60

Bei den synthetischen Datensitzen Ag” und AgM wird
Rauschen zugefiigt. Die Rauschwerte EpgM der AgM ba- Abb. 4: Synthetische Quasigeoidhdhen £ mit /,,,=1300
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Tab. 1: Statistik der synthetischen Datensédtze und des
synthetischen Rauschens (angegeben sind Mittelwert,
Standardabweichung, Minimal- und Maximalwert)

Mtw Std Min Max

Signal

Ag” [mGal] 10.04 33.82 -17574  213.39
Ag [mGal] 10.16  30.62 -153.60  151.00
Ag® [mGal] -0.12  14.64 -159.55  142.87
¢ [m] 43.32 8.22 15.36 59.13
M [m] 43.33 8.22 15.76 58.71
(R [m] -0.00  0.17 -1.45 1.41
Rauschen

€agM [mGal] 0.03 6.56  -24.33 25.43
egT [mGal] -0.00 1.00 -4.36 4.22
e‘A(gT [mGal] -0.02 1.02 -4.28 4.46

s mgal
-50-25 0 25 50

Abb. 5: Synthetische residuale Schwereanomalien Ag®

sieren auf den Standardabweichungen des zugrunde lie-
genden GPM und sind in Abb. 6 dargestellt, sieche auch
Wolf (2007). Fiir die terrestrischen Daten AgT werden
zwei Szenarien gewdihlt: unkorreliertes Rauschen eggT
(Abb. 7) und korreliertes Rauschen elzgr (Abb. 8), jeweils
mit einem Niveau von 1 mGal. Die Szenarien werden im
Folgenden mit 1UK bzw. 1K bezeichnet. Die Statistik der
Rauschwerte ist in Tab. 1 angegeben.

Das unkorrelierte Rauschen basiert auf normalverteil-
ten Zufallszahlen, das korrelierte Rauschen wird im Orts-
raum durch Multiplikation eines Vektors aus unkorre-
lierten Werten mit dem Cholesky-Faktor der Fehlerkova-
rianzmatrix erzeugt, siehe Wolf (2006, 2007). Fiir die hier
verwendete isotrope Fehlerkovarianzfunktion wire auch
eine Erzeugung im Frequenzraum méglich, siehe Agren
(2004).

p— ) Mgal
-20-10 0 10 20

Abb. 6: Synthetisches Rauschen der Schwereanomalien AgM

Abb. 7: Synthetisches Rauschen der terrestrischen Daten
Ag', Szenario 1UK (unkorreliertes Rauschen)

ey

Abb. 8: Synthetisches Rauschen der terrestrischen Daten
Ag', Szenario 1K (korreliertes Rauschen)
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Auf Basis der beiden verschiedenen Rauschszenarien
und damit der Fehlergradvarianzfunktionen der terres-
trischen Daten ergeben sich zwei Versionen fiir die spek-
tralen Gewichte (15), wie sie in Abb. 9 dargestellt sind.
Beide Kurven unterscheiden sich nur wenig, da bei ei-
ner Datenauflgsung von 6’ mit den Fehlergradvarianzen
aus (20) eine Restkorrelation fiir das eigentlich unkorre-
lierte Rauschen modelliert wird, vgl. Wolf (2006).

Die urspriingliche und die fiir die beiden Rausch-
szenarien modifizierten Kernfunktionen sind in Abb. 10
dargestellt. Durch die Modifikation fallen die Kernfunk-
tionen deutlich schneller auf Null ab, da der langwellige
Signalanteil durch das GPM und nicht durch die Integra-
tion der terrestrischen Daten beigetragen wird.

Spektraler Gewichtsfaktor w,

0 100 200 300
Sphérisch-harmonischer Grad ¢

Abb. 9: Spektrale Gewichte fiir das Szenario 1UK (—)
und fiir das Szenario 1K (---)
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Abb. 10: Kernfunktionen: unmodifiziert (grau, —), mo-
difiziert fiir das Szenario 1TUK (—) und fiir das Szena-
rio 1K (---)
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4.2.2 Variation der Kernabbruchdistanz

In den Testrechnungen wird die Abbruchdistanz 1Py der
Kernfunktion variiert. Es wird neben einer Kugelkappe
mit konstanter Kernabbruchstelle das gesamte Testdaten-
gebiet in der Integration verwendet. Dabei verdndert sich
die Abbruchstelle in Abhdngigkeit des Azimuts zwischen
Berechnungs- und Quellpunkt. Fiir Berechnungspunkte
am Rand des Gebietes liegt dann ein stark asymmetrisches
Einzugsgebiet vor. Auf Basis der synthetischen Daten
wird nummerisch untersucht, welchen Einfluss die ver-
schiedenen Abbruchvarianten auf das Integrationsergeb-
nis haben. Fiir die Kugelkappe werden folgende Abbruch-
stellen der Kernfunktion gewéhlt:

1. erste Nullstelle (1.N),

2. erstes lokales Minimum (1.Min),

3. zweite Nullstelle (2.N).
Beim Abbruch im ersten lokalen Minimum wird neben der
Modifikation (15) nach kleinsten Quadraten zusétzlich die
Modifikation (13) nach Meissl eingesetzt.

5 Nummerische Ergebnisse

In der nummerischen Untersuchung wird zunéchst der
Einfluss der Korrekturterme g, aus (3) betrachtet (Ab-
schnitt 5.1). In Abschnitt 5.2 werden die Ergebnisse
aus der statistischen Fehlerschitzung angegeben, in Ab-
schnitt 5.3 werden die Soll-Ist-Differenzen fiir die ver-
schiedenen Testszenarien diskutiert.

5.1 Korrekturterme

Der Einfluss der Korrekturterme g, aus (3) werden in ei-
nem Testszenario ohne Rauschen des GPM und der terres-
trischen Daten berechnet, es werden in der Integration (3)
rauschfreie residuale Schwereanomalien AgR verwendet.
Die Kernfunktion wird dennoch im Sinne des Szenarios
1UK modifiziert, um den Vernachléssigungsfehler klein zu
halten.

In Tab. 2 ist die Statistik der Beitrdge der Korrektur-
terme g, der 1. und 2. Ordnung angegeben. Es ergibt sich
ein Maximalbetrag von 7.5 cm, die Terme 2. Ordnung sind
deutlich kleiner mit einem Maximalbetrag von 0.2 cm. Die
Verbesserung, die durch die Beriicksichtigung der Korrek-
turterme erzielt wird, ist in der Statistik der Soll-Ist-Dif-
ferenzen in den beiden unteren Zeilen in Tab. 2 zu fin-
den. Die Maximaldifferenz von 10.4 cm wird auf 4.2 cm
reduziert. Auch die Standardabweichung des Mittelwertes
der Differenzen wird um 60 % gesenkt.

In den Abb. 11 und 12 sind jeweils die Soll-Ist-Diffe-
renzen der Losung unter Vernachldssigung der Korrektur-
terme und unter ihrer Berticksichtigung dargestellt. Die
Verbesserung in den Hochgebirgsregionen wie den Alpen
aber auch in den Pyrenéen ist deutlich zu erkennen.
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Tab. 2: Statistik der Beitrage der Korrekturterme g, und g,
zur Quasigeoidldsung und der Soll-Ist-Differenzen ohne
und mit Berlicksichtigung der Korrekturterme, Einheit cm

Mtw Std Min Max
Beitriage der Korrekturterme
g1 -0.1 0.8 -3.6 7.5
g -0.0 0.0 -0.2 0.2
Soll-Ist-Differenzen
ohne g, g, -0.1 1.0 -5.0 10.4
mit g, g, -0.0 0.4 -2.9 4.2
0 10° 20
& 7 ¥
L
i s
. 50°

Abb. 11: Soll-Ist-Differenzen im Szenario ohne Rauschen
unter Vernachldssigung der Korrekturterme g,
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Abb. 12: Soll-Ist-Differenzen im Szenario ohne Rauschen
unter Beriicksichtung der Korrekturterme g,, bis zu 2. Ord-
nung

5.2 Statistische Fehlerabschdtzung

In der statistischen Fehlerabschitzung wird die Glei-
chung (16) fiir verschiedene Abbruchdistanzen 1 in bei-
den Rauschszenarien (1UK, 1K) ausgewertet. In Abb. 13
sind die Vernachléssigungsfehler o fiir wachsende Ab-
bruchdistanzen im Szenario 1UK aufgetragen. Wie erwar-
tet, zeigen sich lokale Minima in der Fehlerfunktion (rot)
an den Nullstellen der Kernfunktion (blau). Die Verbesse-
rung, die durch die zuséitzliche Modifikation nach Meissl
(griin) erreicht werden kann, ist deutlich zu erkennen.

In Tab. 3 sind die einzelnen Fehlerbeitrige fiir ausge-
wihlte Abbruchdistanzen fiir beide Rauschszenarien an-
gegeben.

0.06 [T-
1
0.05 [ I,
S 004
= 003
=S
0
g 002
° 001

Spharische Abbruchdistanz v, [°]

Abb. 13: Vernachldssigungsfehler oy im Szenario TUK; Mo-
difikation (15) in rot, mit zusédtzlicher Modifikation (13)
nach MEissL in griin; die Kernfunktion S" (/) ist normiert
mit dem Faktor 107* in blau (gestrichelt) dargestellt, Null-
stellen und erstes lokales Minimum sind markiert (+).

Tab. 3: Standardabweichungen aus der statistischen Fehler-
abschdtzung, Einheit cm. Die verschiedenen Fehlerbeitrdge
aus (16) sind aufgefiihrt.

Yo M O,T 00 o¢
Szenario 1UK

1.N 3.1 1.7 0.4 3.5
1.MIN 3.0 1.6 1.4 3.7
1.MIN & MEISSL 1.4 1.9 0.1 2.4
2.N 1.0 1.6 0.1 1.9
180° 0.5 1.6 0.0 1.7

Szenario 1K

1.N 3.6 2.2 0.5 4.3
1.MIN 3.6 2o 1.6 4.5
1.MIN & MEISSL 1.9 2.6 0.1 3.2
2.N 1.3 2.4 0.1 2.7
180° 0.8 2.4 0.0 2ol
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Auch hier wird deutlich, dass eine VergroBerung
des Integrationsgebietes nicht immer zu einer besseren
Genauigkeit fiihrt. Der Abbruch im ersten (lokalen) Mini-
mum der Kernfunktion ist durch den abrupten Sprung auf
Null ungiinstig. Hier wird durch die Modifikation nach
Meissl eine Verbesserung von 30 bis 359% erreicht. Bei
einer (theoretischen) Integration iiber die gesamte Erde
(g = 180°) ergeben sich Standardabweichungen der
Quasigeoidh6he von 1.7 cm (1UK) und 2.5 cm (1K). Wird
die Kernfunktion konstant in der zweiten Nullstelle ab-
gebrochen, werden bereits dhnlich gute Werte von 1.9 cm
(1UK) und 2.7 cm (1K) erreicht. Eine Fehlerabschitzung
fiir die Integration bei Nutzung des Gesamtgebietes kann
aufgrund der dann variierenden Abbruchdistanzen nicht
auf diesem Weg durchgefiihrt werden. Es zeigt sich,
dass die Standardabweichung in diesem Fall mindestens
dem Wert entspricht, der sich bei konstantem Abbruch der

Abb. 14: Soll-Ist-Differenzen im Szenario 1UK, 1.N. Mar-
kiert sind die Randbereiche entsprechend 1.Min (gestri-
chelt), 2.N (durchgezogen).

Abb. 15: Soll-Ist-Differenzen im Szenario 1TUK, 1.MIN

60 | zfv 1/2008 133.Jg.

Kernfunktion in der zweiten Nullstelle ergibt, oder noch
etwas besser ist.

5.3 Qualitatsanalyse fiir verschiedene Testszenarien

In der nummerischen Auswertung der Integration nach (3)
werden ebenfalls die verschiedenen Abbruchdistanzen
(1.N, 1.Min, 2.N und Nutzung des Gesamtgebietes) der
Kernfunktion fiir beide Rauschszenarien untersucht.

In den Abb. 14 bis 17 sind die Soll-Ist-Differenzen fiir
einen konstanten Kernabbruch in der ersten Nullstelle, im
ersten lokalen Minimum ohne und mit der Modifikation
nach Meissl und in der zweiten Nullstelle angegeben.
Die Verbesserung durch die Modifikation nach Meissl ist
deutlich zu erkennen, das Ergebnis fiir den Abbruch in
der zweiten Nullstelle ist aufgrund des groBeren Integra-

Abb. 16: Soll-Ist-Differenzen im Szenario 1UK, 1.MINn &
MEissL

D

—— e cM
6 -30 3 6

Abb. 17: Soll-Ist-Differenzen im Szenario 1UK, 2.N
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Abb. 19: Soll-Ist-Differenzen im Szenario 1K

tionsgebietes bei Erhalt einer giinstigen Abbruchstelle
noch besser. Eine weitere Verbesserung wird erzielt, wenn
die Kernfunktion nicht konstant abgebrochen wird, son-
dern stets das gesamte Datengebiet verwendet wird, die
Soll-Ist-Differenzen sind in Abb. 18 dargestellt.

Fiir diesen Berechnungsfall sind fiir den Vergleich mit
den verschiedenen Losungen bei konstantem Abbruch der
Kernfunktion drei unterschiedlich groBe Evaluierungs-
gebiete gewidhlt worden, entsprechend dem Abbruch an
den Stellen 1.N, 1.Min oder 2.N. Die Rinder dieser Ge-
biete sind jeweils in den Abbildungen eingezeichnet. Die
Soll-Ist-Differenzen fiir das Szenario 1K unter Verwen-
dung des gesamten Datengebietes in der Integration sind
in Abb. 19 dargestellt. Sie fallen deutlich gréBer als die
Differenzen im Szenario 1UK aus.

Die Statistik der Soll-Ist-Differenzen sind in Tab. 4 an-
gegeben.

Tab. 4: Statistik der Soll-Ist-Differenzen der Quasigeoid-
I6sung in den beiden Rauschszenarien 1UK und 1K, Ein-
heit cm. Die Abkiirzungen kennzeichnen die verschiedenen
Abbruchdistanzen der Kernfunktion, bei Nutzung des Ge-
samtgebietes (Gebiet) die GroBe des Evaluierungsgebietes.

Yo Mtw Std Min Max
Szenario 1UK

1.N 0.1 3.3 -12.1 12.9
1.MiNn -0.0 3.3 -12.6 13.7
1.MIN & MEISSL 0.1 1.7 -6.8 7.3
2.N -0.1 1.2 -4.7 4.6
Gebiet 1.N -0.0 1.3 -7.0 7.5
Gebiet 1.MIN -0.1 1.1 -4.7 6.2
Gebiet 2.N -0.1 1.0 -4.4 4.9
Szenario 1K

1.N 0.2 4.5 -17.8 18.6
1.MIN 0.0 4.6 -19.4 20.4
1.MIN & MEISSL 0.2 3.3 -13.3 14.3
2.N -0.2 2.7 -8.0 10.5
Gebiet 1.N -0.0 2.8 -10.9 9.4
Gebiet 1.MIN -0.0 2.7 -9.8 9.4
Gebiet 2.N -0.1 2.7 -8.6 9.4

Tab. 5: Statistik der Soll-Ist-Differenzen (Gebiet 2.N, vgl.
Tab. 4) unter Vernachl3ssigung der Korrekturterme g, und
g5, Einheit cm

Szenario Mtw Std Min Max
1UK -0.2 1.4 -6.5 9.6
1K -0.2 2.8 -9.3 10.1

Hier wird noch einmal der positive Einfluss der Meissl-
Modifikation deutlich, die Standardabweichung sinkt von
3 cm auf knapp 2 cm bzw. von knapp 5 cm auf 3 cm.

Bei Nutzung des gesamten Eingangsdatengebietes ist
die Losung stets besser als bei konstantem Abbruch der
Kernfunktion. Die Lésung bei Abbruch der Kernfunktion
in der 2. Nullstelle erreicht aber nahezu dieselbe Genau-
igkeit. Vorteil des konstanten Abbruchs der Kernfunktion
ist eine Verringerung der Rechenzeit um etwa 300%. In
Anbetracht der Gesamtrechenzeit von nur einigen Minu-
ten sollte aber die (bessere) Losung unter Nutzung des Ge-
samtgebietes bevorzugt werden.

Im Fall von korreliertem Rauschen der terrestrischen
Daten ergeben sich deutlich héhere Differenzen. Hier wird
maximal eine Standardabweichung von 2.7 cm erreicht
gegeniiber 1.0 cm bei unkorreliertem Rauschen.

Die Beitrdge der Korrekturterme g; und g erreichen
dhnliche Werte, wie in Abschnitt 5.1 dargestellt. Die Ver-
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besserung durch Beriicksichtigung der Korrekturterme ist
beim Szenario mit korreliertem Rauschen weniger deut-
lich (7 % fiir den Maximalwert) als im Szenario mit un-
korreliertem Rauschen (49 % fiir den Maximalwert), vgl.
Tab. 4 und 5.

Der Vergleich der Statistik der Soll-Ist-Differenzen mit
den Ergebnissen der statistischen Fehlerschitzung zeigt,
dass im Fall von unkorreliertem Rauschen, die statistische
Schitzung etwa im Bereich von 69% bis 40% zu pessi-
mistisch ist und im Fall von korreliertem Rauschen Ab-
weichungen in den Standardabweichungen von kleiner
10% auftreten. Eine geringe Abweichung kann verblei-
ben, da die Standardabweichung der Soll-Ist-Differenzen
auf einem regional begrenztem Gebiet basiert, die Stan-
dardabweichung auf Basis der Gradvarianzen als global
giiltiges MaB abgeschitzt wird. Die gréBeren Abweichun-
gen im Fall des unkorrelierten Rauschen erklédren sich da-
durch, dass mit der Modellierung der Fehlergradvarianzen
nach (20) eine Restkorrelation verbleibt und dies zu einem
pessimistischeren Ergebnis bei der statistischen Abschit-
zung fiihrt, siehe auch Wolf (2006).

6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde die Quasigeoidberechnung auf
Basis der spektralen Kombination eines GPM und ter-
restrischen Schweredaten evaluiert. Die spektralen Ge-
wichte basieren auf dem Ansatz nach kleinsten Quadra-
ten. Durch Nutzung synthetischer Daten (mit unkorre-
liertem und korreliertem Rauschen) wurde der Effekt des
Kernabbruchs anhand von Soll-Ist-Differenzen numme-
risch untersucht und bewertet. Die beste Losung wurde er-
reicht, wenn die Kernfunktion nicht an konstanter Stelle
abgebrochen wird, sondern wenn stets das gesamte Da-
tengebiet verwendet wird. Die Losung mit Abbruch der
Kernfunktion in der 2. Nullstelle erreicht eine nur wenig
schlechtere Qualitit.

Durch die zusétzliche Modifikation nach Meissl wur-
de bei Abbruch im ersten lokalen Minimum der Kern-
funktion eine Verbesserung der Standardabweichung von
309% bis 35 % erreicht.

Der Einfluss der Korrekturterme g, in der Quasigeoid-
l6sung nach Molodenskii wurde mit maximal 7.5 cm (g1)
bzw. 0.2cm (g) in Hochgebirgsregionen beziffert. Da-
bei liegen die synthetischen Daten spektral begrenzt vor,
so dass diese RTM-reduzierten realen Schwereanomalien
entsprechen. Bei hoherfrequentem Signalinhalt diirfte der
Korrekturbeitrag weiter ansteigen. Durch Erhohung der
Datenaufldsung konnte eine weitere Verbesserung bei der
Bestimmung der Korrekturterme erreicht werden. Es sollte
dann gepriift werden, ob bei spektral begrenztem Signal-
inhalt der Schwereanomalien bereits eine Verfeinerung
des DGM ausreicht. Im Szenario mit korreliertem Rau-
schen fillt die Verbesserung durch die Berticksichtigung
der Korrekturterme weniger deutlich aus.
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Die Soll-Ist-Differenzen werden von der statistischen
Fehlerabschiatzung auf Basis von Gradvarianzen bestatigt.
Im Szenario mit unkorreliertem Rauschen ergeben sich
pessimistischere Genauigkeitsangaben. Dies kann durch
die verbleibende Restkorrelation bei der Modellierung
der Fehlergradvarianzen erkldrt werden. Bei korreliertem
Rauschen treten Abweichungen in den Standardabwei-
chungen von kleiner 10% auf. In der Simulation wird
eine Standardabweichung von 1 cm (unkorreliertes Rau-
schen) bzw. knapp 3 cm (korreliertes Rauschen) fiir die
Quasigeoidlosung erreicht.
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